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Teoretyczne podstawy dzielenia z resztg liczb
naturalnych wraz z uwagami o dzieleniu z reszta
liczb catkowitych, wymiernych i rzeczywistych*

Abstract. In this article, I analyze the theoretical foundations of the divi-
sion with remainder in the arithmetic of natural numbers. As a result of this
analysis I justify that the notation a : b = cr s, where a, b, ¢, s are natural
numbers and r denotes remainder, is correct at school mathematics level and
does not lead to a contrediction suggested by the author of the article (Se-
madeni, 1978). As a generalization of the division with remainder of natural
numbers, I consider the division with remainder of integers, rational and real
numbers.

1. Wstep

Gléwnym celem tej pracy jest analiza teoretycznych podstaw dzielenia z reszta w
arytmetyce liczb naturalnych. Rozwazania teoretyczne uzupelnione sa pewnymi
uwagami dydaktycznymi bezposrednio zwiazanymi z teoria dzielenia z reszta
i zwyklego dzielenia liczb naturalnych. Zagadnienia dzielenia z reszta i zwyklego
dzielenia liczb catkowitych, wymiernych i rzeczywistych ograniczone sa do podsta-
wowych definicji i twierdzen zwiazanych z tymi pojeciami.

Na wstepie przedstawimy krétkie informacje dotyczace tematyki dzielenia
z reszta liczb naturalnych i calkowitych w wybranych podrecznikach szkolnych.
Pierwsze trzy podreczniki nie sg obecnie uzywane w szkole, ale uwzglednitem
te podreczniki, aby uwydatni¢ w nich starania autoréw, znanych dydaktykdw,
prowadzace do potaczenia teorii dzielenia z reszta liczb naturalnych z propozycjami
dydaktycznego opracowania tych tematéw, co bezposrednio wiaze si¢ z tematyka
tego artykulu.
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W podreczniku (Turnau, Ciosek, Legutko, 1979)  autorzy na przykladach
wprowadzaja pojecie dzielenia calkowitego, np. 350 : 12 = 29 (str. 58). Aby
wyréznié dzielenie catkowite zastosowany zostal kolor czerwony do zapisania sym-
bolu : tego dzielenia. W tym podreczniku stosowany jest rowniez zapis, ktorego
przykladem jest 350 : 12 = 29, r = 2 (czerwony kolor symbolu :, str. 59), przy czym
napisano, ze 29 to iloraz calkowity, natomiast 2 to reszta. Autorzy podrecznika
(Nowecki, Klakla, 1997) stosuja zapis dzielenia z reszta, ktérego przykladem jest
27:6 =4r.3 (str. 27). Ci sami autorzy w kolejnym chronologicznie podreczniku
(Nowecki, Klakla, 1999) stosuja zapis, ktérego przykladem jest 13 : 6 =2 r. 1
(str. 26). Po tym zapisie zamieszczony jest komentarz: “UzyliSémy znaku = aby
zaznaczy¢, jaka w tym dzieleniu wystapila reszta”.

Na podstawie powyzszych przykladow wyra «nie widaé, ze autorzy tych po-
drecznikow staraja sie, poprzez zréznicowana symbolike zapisu dzielenia z reszta,
uwydatnia¢ odmienno$é dzielenia z reszta liczb naturalnych od zwyklego dziele-
nia liczb. Ponadto zastosowana symbolika ma za zadanie podkreslenie istotnych
cech dzielenia z reszta liczb naturalnych. Czy autorzy osiagneli wymienione cele,
pozostawiam czytelnikom do oceny.

Dalsze informacje o dzieleniu z reszta w programie szkolnym pochodza z ak-
tualnie uzywanych podrecznikéw, tzn. podrecznikéw wydanych po opublikowaniu
tekstéw podstaw programowych odpowiednio w roku 2017 (Zalewska, 2017) oraz
w roku 2018 (Zalewska, 2018).

Autorzy podrecznika (Dubieniecka-Kruk, Piskorski, Gleirscher, Malicka, Pyt-
lak., 2017) wprowadzaja dzielenie z reszta liczb naturalnych (str. 93 - 94) na pod-
stawie przykladu: 17 lizakéw podzielono na zestawy po 3 lizaki. Otrzymano 5
zestawéw po 3 lizaki i zostaly jeszcze 2 lizaki (rysunek). Takie dzielenie nazywamy
dzieleniem z reszta i zapisujemy w nastepujacy sposéb: 17 : 3 = 5 reszta 2 lub
17:3=57r2.

Dalej autorzy podaja nastepujace przyklady:
7:3=2resztal,bo2-34+1=17,
8:3=2reszta 2, bo2-34+2=28,
9:3=3reszta0,bo3-34+0=09.

W podreczniku (Dobrowolska, Jucewicz, Karpinski, Zarzycki, 2019) po pewnym
wprowadzeniu podane sa przyklady dzielenia z reszta liczb naturalnych: 20 : 3 =6
reszta 2, 25 : 4 = 6 reszta 1, 50 : 9 = 5 reszta 5.

Nastepnie autorzy stwierdzaja (str. 27):

Uwaga. Zamiast pisa¢ 20 : 3 = 6 reszta 2, mozemy pisaé krotko
20:3=61r2.

Potem autorzy pisza (str. 27):

Reszta jest zawsze mniejsza niz liczba, przez ktora dzielimy. Réwnos¢ 21 : 3 =7
mozna zapisaé tak: 21 : 3 = 7 reszta 0. Zamiast méwic¢, ze reszta z dzielenia 21 : 3
jest 0, méwimy, ze liczba 27 dzieli si¢ przez 3 bez reszty. Mozemy tez powiedzieé,
ze liczba 27 jest podzielna przez 3.

W podreczniku (Dobrowolska, Jucewicz, Karpinski, P., 2018) w paragrafie Dzi-
atania pisemne - dzielenie sa zamieszczone przyklady pisemnego dzielenia z reszta.
W ponizszych przykladach mamy postac zapisu dzielenia z reszta: 7539 : 8 = 94273
(str. 36); 28982 : 31 = 934 r 28 (str. 37).
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W podreczniku (Babiariski, Chariko, Wej, 2019) autorzy stwierdzaja: Zamiast
moéwié, ze liczba 3 jest dzielnikiem liczby 45, mozemy powiedzieé¢, ze liczba 45
dzieli sie przez 3 bez reszty. 5 : 3 = 15 reszta 0. Dzielac 47 przez 3 otrzymujemy
15 i reszte 2. 47 : 3 = 15 reszta 2. Oznacza to, ze liczbe 47 mozna przedstawi¢
w postaci: 47 = 3- 154 2 (str. 11).

Z podrecznika (Kurczab, E., Swida, 2019) pochodzi nastepujacy tekst doty-
czacy dzielenia z reszta liczb naturalnych i catkowitych:

Twierdzenie 2 (str. 33).

Dla liczb naturalnych n ¢ m, m # 0, istnieje tylko jedna para liczb naturalnych
qir, dla ktérejn=m-q+r, gdzier < m.

Liczbe q z twierdzenia 2 nazywamy ilorazem, a liczbe r - reszta.

Twierdzenie 3. O dzieleniu z reszta (str. 35).

Dia liczb calkowitych a 1 b, b # 0, istnieje tylko jedna para liczb calkowitych
q i r,dlaktéreja=>b-q+r, gdzie 0 < r < |b.

Liczbe q z twierdzenia 3 nazywamy ilorazem, a liczbe r - resztg.

Przyklad 13 (str 35).

(-13):5=-37.2,bo (-3)-54+2=-1310<2<5,
13:(=5)=-27.3,bo (-2)-(-5)+3=1310<3<5.

Wielu autoréw publikacji zabieralo glos na temat dzielenia z reszta liczb (zob.
np. Abramowicz, 1978; Chronowski, 1999; Krygowska, Siwek, 1976; Krygowska,
1977; Semadeni, 1978). Pragne réwniez zaprezentowaé¢ moje obszerniejsze (niz
w  ksiazce Chronowski, 1999) refleksje dotyczace dzielenia z reszta i zwyklego
dzielenia liczb. Schemat moich rozumowan jest nastepujacy:

a) najpierw przeprowadzona jest teoretyczna analiza pojeé zwyklego dzielenia
i dzielenia z reszta w arytmetyce liczb naturalnych;

b) nastepnie na podstawie tej analizy proponowane sa wnioski dotyczace dydak-
tycznych aspektéw tych poje¢ w arytmetyce liczb naturalnych;

¢) w dalszej czesei artykulu podane sa podstawowe definicje i twierdzenia doty-
czace zwyklego dzielenia i dzielenia z reszta w arytmetykach liczb calkowitych,
wymiernych i rzeczywistych.

2. Dzielenie i dzielenie z resztg w arytmetyce liczb naturalnych

Symbolami N, Z, Q, R oznaczamy odpowiednio zbiory: liczb naturalnych (z zerem),
calkowitych, wymiernych i rzeczywistych. Przyjmujemy, ze N* = N\ {0}.

1. Dzielenie w zbiorze N liczb naturalnych.

Niech D = {(a,b) e N x N*: Fc e N(a=bc)}. Dzielenie w zbiorze N liczb
naturalnych jest funkcja d : N’ x N* D D — N okreslona nastepujaco:

d((a,b)) =c<=a=bc (1)
dla (a,b) e DiceN.
Zapis tradycyjny:
a:b=c<=a=0bc
dla a,b,c € N'ib#0.

Zauwazmy, ze funkcja d jest dobrze okreslona. Istotnie, niech (a,b) € D
i ¢,c; € N. Jezeli d((a,b)) = c i d((a,b)) = c1, to a = bc i a = bcy. Z prawa
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skreslenn dla mnozenia liczb naturalnych (zob. Chronowski, 1999, cz. 1, str. 37)
wynika, ze ¢ = c;.

Dzielenie w zbiorze N liczb naturalnych nie jest dzialaniem, ale jest tzw. dzi-
ataniem cze$ciowym (lub dzialaniem ograniczonym).

2. Dzielenie z resztq w zbiorze N liczb naturalnych.

Dzielenie z resztq liczby naturalnej a przez niezerowa liczbe naturalna b polega
na znalezieniu liczb naturalnych c i s takich, ze a = bc+ s i 0 < s < b. Liczbe a
nazywamy dzielng, b — dzielnikiem, ¢ — ilorazem catkowitym, s — resztq.

Definicja dzielenia z reszta liczb naturalnych jest oparta na nastepujacym
twierdzeniu o dzieleniu z reszta:

TWIERDZENIE 2.1
(zob. Chronowski, 1999, cz. 1, str. 52) Dla dowolnych liczb naturalnych a i b, przy
czym b # 0, istnieje dokladnie jedna para liczb naturalnych c i s takich, ze

a=bc+si0<s<b

Z powyzszego twierdzenia wynika, ze dzielenie z resztq w zbiorze N liczb natural-
nych jest funkcjg § : N x N* — N x N okreslong nastepujaco:

0((a,b)) =(¢,s) <= (a=bc+s N 0<s<b) (2)

dla (a,b) e N x N* i (¢,s) e N x N.

Zauwazmy, ze dzielenie z reszta liczb naturalnych nie jest ani dzialaniem
dwuargumentowym w zbiorze A/ (lub N*), ani nie jest dzialaniem jednoargu-
mentowym (tzn. funkcja odwzorujaca dany zbiér w ten sam zbidr), gdyz zbiory
N x N* i N x N sy réine.

W wielu szkolnych podrecznikach do matematyki stosuje sie tradycyjny zapis
dzielenia z reszta w postaci:

a:b=crs (3)

dlaa,b,c,s € N'ib# 0. Zapis (3) jest stosowany gléwnie dla konkretnych liczb nat-
uralnych (tzn. liczb naturalnych zapisanych za pomoca cyfr uktadu dziesiatkowego),
na przyklad 17 : 5 = 3r2. W zapisie (3) role symbolu funkeji § pelni dwukropek :
(analogicznie do praktyki stosowanej dla dzialari algebraicznych), a para (c, s) jest
zapisana w postaci ¢ s — jest to symbol po$redni miedzy wyrazeniem z jezyka
naturalnego (r — reszta) i wyrazeniem z jezyka symbolicznego ((¢,s) — para)
(pomyst takiej interpretacji symbolu cr s byl réwniez prezentowany przez Z. Kry-
gowska (zob. Krygowska, Siwek, 1976; Krygowska, 1977). Poniewaz (3) jest za-
pisem funkcji, wiec zwykly znak réwnosci = jest poprawnie (na szkolnym etapie
formalizacji jezyka matematycznego) zastosowany w tym wzorze.

3. Wzajemne zwigzki miedzy dzieleniem i dzieleniem z resztq w zbiorze N liczb
naturalnych.

Rozwazmy funkcje d i 6 okreslone odpowiednio wzorami (1) i (2). Podamy
interpretacje teoretyczna funkcji dzielenia d i funkcji dzielenia z reszta ¢ oraz
wyciggniemy pewne dydaktyczne wnioski wynikajace z tych interpretacji.

(i) Interpretacja pierwsza.
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Poniewaz dNé = @, wiec dzielenie d i dzielenie z reszta § w zbiorze N sa zupel-
nie réznymi pojeciami. W tej interpretacji zwykle dzielenie nie jest szczegdlnym
przypadkiem dzielenia z reszta, nawet wtedy, gdy reszta jest réwna 0.

Wnioski dydaktyczne:

(a) Rygorystyczne stosowanie powyzszej interpretacji prowadzi do wniosku, ze
dzielenie z reszta w zbiorze A/ powinno by¢ oznaczone innym symbolem (np. +) niz
dwukropek :, ktéry jest tradycyjnym (w naszym obszarze kulturowym) symbolem
zwyklego dzielenia. Na przyklad autorzy podrecznika (Turnau, Ciosek, Legutko,
1979) zastosowali dwukropek w kolorze czerwonym, aby odrézni¢ dzielenie z reszta
od zwyklego dzielenia. Natomiast autorzy podrecznika (Nowecki, Klakla, 1999)
jeszcze bardziej skomplikowali zapis dzielenia z reszta stosujac symbol =.

(b) W tej interpretacji nie mozna utozsamiaé¢ dzielenia z reszta réwna 0, ze
zwyklym dzieleniem. Na przyklad 6 — 2 # 6 : 2. Przyjmujac dwa rézne znaki dla
dzielenia i dzielenia z reszta, komplikujemy proces nauczania o dzieleniu, ktéry
sam ze swej istoty jest trudny dla uczniéw.

(ii) Interpretacja druga.

Przyjmujemy zasade utozsamiania liczby naturalnej a z para (a,0). Podobna
zasada jest czesto stosowana w matematyce (na przyklad utozsamia si¢ liczbe
rzeczywista a z liczba zespolona (a,0)). Konsekwencja przyjecia powyzszej zasady
jest inkluzja N C N x N. Jezeli we wzorze (2) przyjmiemy s = 0 i powyzsza
zasade utozsamiania, czyli (¢,0) = ¢, to

0((a,b)) = c <= a=bc.

Zatem z okreslenia (1) funkcji d wynika, ze d C §, czyli zwykle dzielenie d w zbiorze
N jest szczegdlnym przypadkiem dzielenia z reszta 6 w zbiorze N (gdy reszta s =
0). Na przyktad w podrecznikach (Nowecki, Klakla, 1997; str. 27) jest stwierdzenie:
Kazde dzielenie jest dzieleniem z resztq.

Whioski dydaktyczne:

(a) Zwykte dzielenie w zbiorze N jest szczegblnym przypadkiem dzielenia
z teszty w zbiorze N. Zatem dzielenie z reszta i zwykle dzielenie w zbiorze N
moga by¢ oznaczane tym samym symbolem dwukropka : .

(b) Teoretycznemu utozsamianiu liczby naturalnej a z para (a,0), odpowiada
utozsamianie dzielenia z resztg réwna 0, ze zwyklym dzieleniem w zbiorze . Zapis
a: b= crs przechodzi w zapis a : b = ¢, gdy s = 0. Na przyktad 6 : 2 =370
zapisujemy jako 6 : 2 = 3.

(¢) W dyskusji dydaktycznej (Semadeni, 1978) zwiazanej z zapisem dzielenia
z reszta w postaci a : b = cr s, jako zasadniczy argument przeciw temu zapisowi,
podnosi sie zarzut, ze prowadzi on do sprzecznosci. Mianowicie, poniewaz

23:5=4r3 i 31:7=4r3, (4)

wiec korzystajac z symetrii i przechodnio$ci relacji réwnosci mamy:

23 31
— =23:5=31:7=—. 5
E - (5)

Zdanie (5) jest falszywe w arytmetyce liczb wymiernych.
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Uzasadnimy, ze wnioskowanie zawarte w podanym przyktadzie, prowadzace do
sprzeczno$ci, nie jest formalnie poprawne, a jedynie oparte na pewnych btednych
skojarzeniach zwigzanych z symbolika. Istotnie, niech Q* = Q \ {0}. Dzielenie
w zbiorze Q liczb wymiernych okreslamy jako funkcje d* : Q x Q* — Q za
pomoca nastepujacego warunku:

d*((a,b)) = c<=a=bc

dla (a,b) € Q@ x Q*ice Q.

Aby z réwnoéci (4) otrzymaé réwnosci (5), nalezatoby funkcje § (zob. (2)),
okredlajaca dzielenie z resztg w zbiorze N liczb naturalnych, uznaé za funkcje
dzielenia d* w zbiorze Q liczb wymiernych zredukowang do zbioru N, a wiec
trzeba by przyjaé, ze 6 = d*|; x ar=, O jest zalozeniem blednym. Zatem podany
przyklad nie jest dowodem na istnienie sprzecznosci, gdyz jest oparty na blednym
wnioskowaniu. Wobec tego rozumowanie prowadzace do powyzszej sprzecznosci
jest sofizmatem. Opisane bledne wnioskowanie jeszcze latwiej zauwazy¢, gdy kon-
sekwentnie zapiszemy rozumowanie przeprowadzone przez autora tej sprzecznosci
(czego autor nie zrobil), mianowicie

23 31
2 _93:5=4r3=31:7="22
3 3:5 r3=31:7 -

Widzimy, ze dzielenie z resztg zostalo przeniesione do arytmetyki liczb wymiernych
i zostaly uzyte ulamki w postaci liczb wymiernych, w dodatku nie bedacych
liczbami naturalnymi.

Gdyby sie zdarzylo, ze uczen zauwazyl mozliwo$¢ pojawienia sie sprzecznosci
typu (5), to mozna mu wyttumaczyé, iz popetit blad w swoim rozumowaniu, gdyz
w trakcie poréwnywania stronami réwnosci, zmienil w sposéb niedopuszczalny
znaczenie i sens symboli. Mianowicie, dzielenie z resztg liczb naturalnych, zamienit
na dzielenie liczb wymiernych.

Dla dalszej ilustracji istoty rozwazanego bledu podamy nastepujacy przyktad.
Czy z prawdziwosci réwnoéci 2 —3 = —115 — 6 = —1 w zbiorze Z liczb catkow-
itych, wynika prawdziwa réwno$é¢ 2 — 3 = 5 — 6 w zbiorze N liczb naturalnych?
Nie, rownosé 2—3 = 5—6 nie ma sensu w arytmetyce liczb naturalnych. W trakcie
poréwnywania stronami podanych réwnosci, zostal zmieniony sens symbolu ode-
jmowania: odejmowanie liczb catkowitych zostalo zastapione odejmowaniem liczb
naturalnych, a przeciez sg to dwa rézne pojecia (dziatania), chociaz uzywamy tych
samych symboli odejmowania.

Aby uniknaé powyzszych nieporozumien i wnioskowan prowadzacych ucznia
do pozornych sprzecznosci, wynikajacych z zastosowania pewnych uproszczonych,
nieformalnych zapiséw, ale umotywowanych dydaktycznie, autorzy podrecznikow
i nauczyciele powinni wyra«nie i zdecydowanie podkresla¢, ze dzielenie z reszta
liczb okreélone jest w matematyce szkolnej tylko w zbiorze N liczb naturalnych
(doktadniej: w arytmetyce liczb naturalnych) lub w zbiorze Z (o ile program, czy
podrecznik zawiera dzielenie z reszta liczb calkowitych), natomiast ze zwyklym
dzieleniem uczen bedzie spotykaé sie réwniez w zbiorach N, Z, Q, R. Przy takim
rygorystycznym ograniczeniu definicji dzielenia z reszta do zbioru N (lub Z),
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znikaja powyzsze problemy zwiazane z zapisem a : b = cr s. W programie szkol-
nym mamy wiele pojeé, ktére wystepuja tylko w arytmetyce liczb naturalnych (lub
catkowitych), na przyklad relacja podzielnosci |, NWD, NWW.

Zauwazmy, ze W miare rozszerzania zbioru N do zbioréw Z, Q, R nastepuje
przedluzanie funkcji dzielenia d na odpowiednie zbiory, a wiec dzielenie w zbiorze N
jest szczegdlnym przypadkiem (funkcja zredukowana) dzielen w zbiorach Z, Q, R.
Natomiast z przedtuzaniem funkcji dzielenia z reszta na zbiory Z, Q i R uczen nie
bedzie sie spotykaé (byé moze z wyjatkiem zbioru Z).

Na zakonczenie rozwazan o dzieleniu i dzieleniu z reszta liczb naturalnych,
pozwole sobie na wyrazenie mojego pogladu na temat przedstawionych wyzej prob-
leméw dydaktycznych:

(a) Zdecydowanie opowiadam si¢ za stosowaniem w dydaktyce szkolnej drugiej
interpretacji (zob. (ii)), w ktérej zwykle dzielenie w zbiorze N jest szczegdlnym
przypadkiem dzielenia z reszta w zbiorze AN'. W tym miejscu warto odwolaé si¢
do przyktadéw z zycia codziennego, w ktérych wykonuje sie podzialy zbioréw
przedmiotéw na réwnoliczne podzbiory (zwykle pozostaje pewna reszta, a czasem
podzial jest bez reszty).

(b) W tej interpretacji dzielenie z reszta oznaczalbym tradycyjnie dwukrop-
kiem :, aby nie wprowadza¢ dodatkowych trudnosci dydaktycznych zwiazanych
z klopotliwym rozréznianiem zapisow dzielenia z reszta i zwyklego dzielenia.
W arytmetykach liczb powszechnie stosuje sie te samg symbolike dla réznych
dziatain. Na przyklad nie stosuje si¢ réznych symboli dla dodawania w zbiorze N’
liczb naturalnych i dla dodawania w zbiorze Z liczb catkowitych.

(¢) Zachowalbym w mtodszych klasach (IV,V) tradycyjny zapis a : b =cr s
dzielenia z reszta tylko w przypadkach konkretnych liczb naturalnych (np. 7 : 3 =
27 1) z ustawicznym wyjasnianiem, ze a : b =cr s oznacza a =bc+si0<s<b
(oczywiscie na konkretnych liczbach naturalnych). W tej symbolice przejscie od
zapisu a : b= cr 0 do zapisu a : b = c jest wystarczajaco naturalne.

3. Dazielenie i dzielenie z resztg w arytmetyce liczb catkowitych

Przyjmujemy, ze Z* = Z \ {0}.

1. Dzielenie w zbiorze Z liczb catkowitych.

Niech D = {(a,b) € Zx 2*: J¢ € Z(a = bc)}. Dzielenie w zbiorze Z liczb
calkowitych jest funkcja d : Z x Z* D D — Z okreslona nastepujaco:

d((a,b)) =c<=a=bc

dla (a,b) e Dice Z.
Zapis tradycyjny:
a:b=c<=a=10bc

dla a,b,c € Z1b#0.

Podobnie jak dla dzielenia w zbiorze N liczb naturalnych, korzystajac z prawa
skredlen dla mnozenia liczb calkowitych (zob. Chronowski, 1999, cz. 1, str. 101 -
102), mozna wykazaé, ze funkcja d jest dobrze okreslona.



[70] Antoni Chronowski

Dzielenie w zbiorze Z liczb calkowitych nie jest dzialaniem, ale jest tzw. dzi-
ataniem cze$ciowym (lub dzialaniem ograniczonym).

Dzielenie z resztq w zbiorze Z liczb catkowitych.

Dzielenie z resztq liczby catkowitej a przez niezerows liczbe catkowita b polega
na znalezieniu liczb catkowitych ¢ i s takich, ze a = bc+ s 1 0 < s < |b|. Liczbe a
nazywamy dzielng, b — dzielnikiem, ¢ — ilorazem calkowitym, s — resztq.

Definicja dzielenia z reszta liczb calkowitych jest oparta na nastepujacym
twierdzeniu o dzieleniu z reszta:

TWIERDZENIE 3.1
(zob. Chronowski, 1999, cz.1, str. 108). Dla dowolnych liczb calkowitych a i b, przy
czym b #£ 0, istnieje dokladnie jedna para liczb catkowitych ¢ i s takich, Ze

a=bc+si0<s<|b.

7 powyzszego twierdzenia wynika, ze dzielenie z resztq w zbiorze Z liczb catkow-
itych jest funkcja § : Z x Z* — Z x N okreslong nastepujaco:

3((a,b)) =(¢,s) <= (a=bc+s N 0<s<|b) (6)

dla (a,b) € Z x Z*1i(c,s) € Z x N.

Zauwazmy, ze dzielenie z reszta liczb catkowitych nie jest ani dzialaniem dwuar-
gumentowym w zbiorze Z (lub Z*), ani nie jest dzialaniem jednoargumentowym,
gdyz zbiory Z x Z* i Z x N sg rozne.

Dla wiekszosci zamieszczonych wyzej uwag dydaktycznych dotyczacych dziele-
nia z reszta i zwyklego dzielenia liczb naturalnych, mozna sformutowac analogiczne
uwagi dydaktyczne zwigzane z teorig dzielenia z reszta i zwykltego dzielenia liczb
catkowitych.

4. Dazielenie i dzielenie z reszta w arytmetykach liczb wymiernych
i rzeczywistych

Niech £ = Q lub K = R. Przyjmujemy, ze £* = Q \ {0} lub K* = R\ {0} oraz
Kf={a€Q:a>0}lubK{ ={aeR: a>0}.

1. Dzielenie w zbiorach liczb wymiernych i rzeczywistych.

Dzielenie w zbiorze KC liczb wymiernych lub rzeczywistych jest funkcja d :
K x K* — K okreslona nastepujaco:

d((a,b)) =c<=a=bc

dla (a,b) e Lx K*ice K.
Zapis tradycyjny:

a:b=c<=a="bc lub %:c<:>a:bc

dla a,b,c € Kib# 0. Zauwazmy, ze a = bc<=c=ab ! dla a,b,c € K ib # 0.
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Wobec tego

a:b=ab' i = =ab’!

Sal RS

dla a,b,c € Kib#0.

7 wlasnosci mnozenia w ciele I wynika, ze funkcja d jest dobrze okreslona.

Dzielenie w zbiorze K liczb wymiernych lub rzeczywistych jest dzialaniem czes-
ciowym (lub dzialaniem ograniczonym). Dzielenie w zbiorze K* niezerowych liczb
wymiernych lub rzeczywistych jest dzialaniem w tym zbiorze.

2. Dzielenie z resztq w zbiorach liczb wymiernych i rzeczywistych.

Wrzorujac sie na definicji dzielenia z reszta w zbiorze Z liczb calkowitych,
mozna podac¢ okreslenie dzielenia z reszta liczb wymiernych i rzeczywistych.

Dzielenie z resztg liczby a € K przez liczbe b € K* polega na znalezieniu liczb
¢,s € K takich, ze a =bc+ s 10 < s < |bl.

7 przyjetej definicji wynika, ze dzielenie z reszta w zbiorze K jest relacja ¢
okreslona w iloczynie kartezjatiskim (K x K*) x (K x Kg') nastepujaco:

(a,0)d (¢,s) <= (a=bc+sN0<s<|b) (7)

dla (a,b) € K x K* i (c,s) € K x K.

Zauwazmy, ze dla dowolnej pary liczb (a,b) € R x R* istnieje nieskoriczenie
wiele par liczb (c,s) € R x Ry takich, ze (a,b) d (¢, s). Istotnie, niech s bedzie
dowolnie ustalong liczba rzeczywista taka, ze 0 < s < |b|. Wéwezas wystarczy
przyjac ¢ = 43, Wtedy bc+ s = b- 4% + s = a, a wigc (a,b) 0 (¢, s). Analogiczne
stwierdzenie jest prawdziwe dla liczb wymiernych.

Wobec tego relacja 0 okreslona wzorem (7) nie jest funkcja. Natomiast relacja
(7)  ograniczona do zbioru (Zx Z*)x(ZxN) lub (N xN*)x
(N x N) jest funkcja okreslona odpowiednio wzorami (6) lub (2).

5. Zakonczenie

Na zakonczenie dodam, ze przedstawione w tym artykule zagadnienia moga by¢
podstawa do opracowan dydaktycznych sensu stricto, dotyczacych dzielenia z reszta
liczb w szkolnym programie z matematyki. Artykul moze byé¢ réwniez wykorzys-
tany w procesie ksztalcenia przysztych nauczycieli matematyki.
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